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DAS RAMIREZSCHE INTEGRAL 
UND DIE LOSUNG DER GLEICHUNG q =  ct 
IM BEREICH DER BESCHRANKTEN FORMEN 
von Hans Grauert'!' ulld Ingo Lieb 
Das Cauchysche Integral der Funktionentheorie eiaer Verdnderlichen 
zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus: 
1) 1st f eine in G stetige ~rnd in G holornorphe Firnktior~, so gilt 
2) 1st h(x) cine stetige Frirzkfiott alrf aG, so is1 
eirze in G holotnorphe Furzktioil. 
3) ES ist J,  I n,(x) I di(x-) 5 L 
??zit L als eirrer vorz y r4nabhlingigert Kortstanten. Der Kerrz Iznt nrlr irn 
P~rrllct x = y eirle Sit7gulnritat. 
Hierbei bezeichilet G c C  ein beschranktes Gebiet mit glatteln Ratlde, 
und es ist 
gesetzt. 
Die ersten entsprechenden Integralformeln, die in der Funktionentheorie 
rnehrerer VerZnderlicher bekannt wurden, waren die Formel von Bergman- 
* Author who presented paper. 
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Weil und die Formel von Martinelli. Die Eigenschaft 1) ist fiir beide For- 
meln erfullt, jedoch mu13 man bei Bergman und Weil nur iiber die ausge- 
zeichneten Randflachen integrieren. Das ist bei der Anwendung der Stokes- 
schen FormeI hinderlich. Die Integralformel gilt auch nur fiir Gebiete, die 
ausgezeichnete Randtlachen besitzen. Die Eigenschaft 2) gilt im Falle 
"Bergman-Weil," jedoch gilt sie nicht bei Martinelli. Dagegen ist bei 
Martinelli die Eigenschaft 3) richtig, im Falle der Bergman-WeiIschen 
Formel ist sie wieder falsch. 
Inzwischen waren in den Arbeiten von Leray und Norguet die Cauchy- 
FantappiC-Integralformeln entwickelt worden. Es gelang dann E. Ramirez 
de Arellano, unter Verwendung der Theorie koharenter analytischer 
Garben zu zeigen, daB es zu jedem beschrankten streng pseudokonvexen 
Gebiet G c Cn mit glattem Rand Cauchy-FantappiC-Formeln gibt, die die 
Eigenschaften I )  und 2) besitzen und bei denen der Kern C2, (x) eine Singu- 
laritat wie bei Martinelli hat. In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt, 
darj fur den Kern auch die unter 3) formulierte Abschatzung gilt, wenn der 
Ramirezsche Kern geeignet definiert wird. Diese Abschatzung ist gerade 
fur die Untersuchung der Gleichung gf = a ,  in der ct eine 8-geschlossene 
(0, 1)-Form und f eine Eunktion bedeuten, von ausschIaggebender Bedeutung. 
Man kann namlich jetzt zeigen: Ist a beschrankt, so kantz man  such f 
als beschrankt wdhlen, uizd es gilt eine Abschatz~rng fiir I f  1 .  (VieIleicht 
kann man sogar Abschatzungen von f in der Cr-, +,-Norm erhalten, wenn 
u in Cry, ist.) JedenfaIls ergibt sich schon aus unserem Resultat eine inter- 
essante Aussage fur die eechsche Cohomologie: Ist 3 eiite ofl'eene ~ b e r -  
decklcng voiz G ,  bezeichilet U die offene ~ b e r d e c l c ~ c n ~  3 n G uild ist 
c eitz beschrankter Cozyklus atls Z1(U,O), so gilt c =  6c' tnit C E  
C0(%, a) uizd 1 c t  1 5 K [  c 1. Dabei ist K eitze vo~z c ~rtzabhangige Kon- 
stante. 
$1. Die Ranzirezsclle Ii7tegraUorinel 
Wir berichten zuniichst iiber einige Resultate einer Arbeit von E, 
Ramirez [5]. 
Es sei G cc Cn ein streng pseudokonvexes Gebiet mit beliebig oft dif- 
ferenzierbarem glattem Rand d G .  Es gibt dann eine in einer Umgebung 
U** von dG erklarte streng plurisubharmonische C"-Funktion 4 mit 
(14 # 0 in U** und 
In [5] hat E. Ramirez gezeigt: 
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Satz 1. Es  gibt Utngeblrngen U von aG urzd V von G utzd eine fur a2le 
( x , y ) ~  U x V erklarte Cm-Funktion g rnit folgeizden Eigenschaften: 
a) g ist holoinorph in y .  
b) F u r ( x , y ) ~ a G x ~ u n d x # y i s t R e g ( x , y ) > O .  
c) g(x,x) = 0 .  
Wegen Eigenschaft c IaBt sich (siehe [5]) g in der Form 
darstellen, wobei die gi beliebig oft differenzierbar und holomorph in y 
sind. Wahlt man eine Umgebung U ,  von dG mit U ,  c cU, setzt man 
U* = U U G und N = ((x, y) E 0, x G: Re g(x, y) 5 0) , so 1aBt sich eine 
Funktion I) auf U* x G rnit folgenden Eigenschaften finden: 
a) I+!I is unendlich oft differenzierbar. 
b) o g * 5 1 .  
c) Es gibt Urngebungen W,  von dG x G und W, von N U ( (U*-  U , )  x G) 
mit $ I w ,  = 1 und $ ) w , = o .  
Man setzt dann 
wobei 11 . /I die eulclidische Norm bezeichnet, und bildet die Differential- 
form 
Dann gilt die Ramirezsche Integralformel: 
Satz 2 [5 ] .  Q,(x) ist fur x # y ~~i~e t td l i c l z  oft differerzzierbnr uizcl hat 
die folgenden Eigenschnfierz : 
a) d,Q,(x) = 0 fur x # y .  
b) d,Q,(x) = 0 in einet* U ~ n g e b u r ~ g  U O I Z  dG x G. 
C) Fiir jede auf C holornorphe Funktion f und jerlerz Punlct y E G ist 
Der Kern Q,(x) ist durch die Eigenschaften a, b und c ilicht eindeutig 
festgelegt. Diese Tatsache werden wir in  den folgende~l Paragraphen aus- 
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nutzen, um durch geeignete Wahl von g und $ einen Kern zu finden, fur 
den sich zusatzlich L'-Abschatzungen aufstellen lassen. 
$2. AbschHtzt~ ng von g(x,  y )  
1. Der Beweis von Satz 1 liefert noch 
Hilfssatz 1. Fiir Y E  U(dG) lafir sich die Darstelltcng 
erreichen. 
Dabei ist c eine reelle Konstante, und es wurde 
gesetzt. Nach [5, pp. 22, 231 gilt namlich 
die Xi(x) sind eine Cm-Teiluilg der 1. 
Die Funktionen hi(x, y )  sind holomorpl~ in y , unendlich oft differenzierbar 
in x und konnen so gewahlr werden, daf3 ihre Taylorentwicklung rnit 
Gliedern 2-ter Ordnung in ( x  - y) beginnt. Unabhangig von i kann lnan 
ci = c setzen, da die ci beliebig verkleinert werden durfen. Einsetzen in die 
Gleichu~lg fur g(x ,  y) liefert die Behauptung. 
Fiir das folgende ist es notwendig, $ noch geeignet zu wahlen. 
Hilfssatz 2. Es gibt eine streng plur.isubharmonische Fliizlction $ in 
einer Unzgebung U' von dG nzit dq5 # 0 t~rzd G n U = { x  E U :  $(x) < 01, 
fur die gilt: Ist Leiile irz xo  senkrechte Gerade auf dG, so sclzrzeidet L in 
einer Utngebl~ng uon xo alle Niueal~JIachetz { x :  $ (x )  = c )  senkrecht. 
Beweis. Fiir x GC" sei 6(x) die minimale Entfernung zwischen x und 
dG. Wir setzen 
-6 (x )  fur x E G ,  
z(x)  = 
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In einer Umgebung von dG ist z unendlich oft differenzierbar und auf dG 
bedingt streng plurisubharmonisch. Fur hinreichend grol3es A > 0 ist d a m  
streng plurisubharmonisch in einer Umgebung von a G  [Z, pp. 262-2641 
und hat dieselben Niveauflachen wie z. $ leistet offenbar das Verlangte. 
Wir werden von jetzt an stets mit dem obigen 4 als (globaler) Rand- 
funktion arbeiten. Die Mengen { x :  1 $(x)) < 6) bilden fur 6 -+ 0 offenbar 
eine Umgebungsbasis von dG. Wir wahlen U = {x E U p :  [ $(x) I < 6,) c c U' .  
2. Es sei (mit den Bezeichnu~lgen von Satz 1) y E U n G .  Wir wahlen 
das Koordinatensystem so, daO y die Koordinaten 
y  = (xi = -po,xI; = o;.-,x,;= O), Po 2 0 ,  
bekommt, da13 0 E a G  ist und die Ebene x i  = 0 tangential in 0 an dG ver- 
lauft. r sei die eukIidische Distanz in der Tangentialebene vom Ursprung, 
R = /I x - y  11 die im C" von y . Schliei3lich werde fur 0 S p 5 p, 
gesetzt. 
3. Fiir 4 ( y )  findet man in x die Entwicklung 
Ei~lsetzen von (4) in (5) liefert 
Nun ist 
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4i (x )  = 4 i ( ~ )  + O(ll x - Y 11) 
$ i (y )  = 0 fur i # 1 nach Konstruktionen von 4 .  
Damit wird aus (6): 
4. Es gibt Konstanten A , ,  A , ,  ... > 0 ,  so dalj gilt: 
auf B (dabei ist a 4 l a n  die Ableitung von 4 in Richtung der Normalen auf 
der Niveauflache von 4 ) ;  
fur x E 0 und t E Cn. Das Restglied in (7) laljt sich abschatzen durch 
Durch p(x)  = o = + ( o  - po,O, . - - , O ) ,  falls x E F, ,  ist eine differenzietbare 
Funktion o erklart, fiir die aus der Taylorformel die Darstellung 
folgt. Das Restglied in dieser Formel genugt einer Ungleichung 
5. Jetzt 1aDt sich Reg nach unten abschatzen, Es sei x E F,, p 2 0 ,  
D a m  ist $ ( x )  = $ ( p  - pO, 0 ,  ,0) und nach (8) 
Fur den vierten Term in (7) erhiilt man nach (9) : 
Weiter ist 
I X ;  - y ;  l2 S 2 p 2  + ~ A Z R ~  (nach (1 1)). 
Damit gilt fur den dritten Term in (7): 
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(14) 1 c I I R ~ ( ~ : ( Y ) I ( X ,  - y d 2  I 5 I c 1 I rb,(y) 12((x; l 2  + 2p2 + 2 ~ 3 ~ ~ ) .  
2 $ I c ~ A ~ I x ; I ~ + ~ I c I A ~ ~ ~ + + / c I A ~ A ~ R ~ .  
Einsetzen VOII ( lo) ,  (12), (13) und (14) in (7): 
Alle auftretenden Konstanten sind von x und y unabhangig. Fiir p 5 p i  
und R R, wird somit mit positiven Konstanten B, and B, 
(1 5) IReg(x,y)I 2 B1R2 - ~ , l x ' ; I ~ .  
R ,  ist natiirlich von p ,  unabhangig. 
6. Wir behandeln nun den Imaginarteil von g .  Nach (4) ist 
i Im g(x, Y )  = + (g(x, Y )  - a x ,  Y ) )  
= Z (xi- .Yi)4,(x> - E (zi -Yi>4i(x) + O(ll x  - Y / I 2 )  
i i 
Die Taylorentwicklung von 4, liefert 
i Img(x,  Y )  = C (xi-Yi)&i(y) - 2 (2i-Yi)4iOp) + O(11 x-)' ] I 2 )  9 
i i 
und weiter nach Konstruktion von 4 
Wir wahlen eine positive Konstante A,, so daf3 fiir das Restglied in (16) 
I ~ ( l l  X - Y  / I 2 )  1 5 1 1  X - Y  / I 2  
gilt und erhalten unter Beriicksichtigung von (8) 
(17) I Im g(x, Y )  I L A, I x; I - A,R2. 
7 ,  ( 1 5 )  und (17) zusammen ergeben fiir g :  
I g(x, Y )  I L max ( 1  g(x, Y )  I 9 I g(x,y) 1 )  
(18) 2 - r n a x ( ~ , R ~  - B2 Ix;I2, A, I x'; I - A,R2) 
2 max(B,~' ,  A ,  I x; 1 - A,R') - B, 1 x;lZ 
-
Nun gilt fiir cc, /I, y > 0 :  
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Beweis. 1st a 2 8 - y , so setzen wir 
es sei nun 8 - y 2 a .  Dann gilt 
(a -I- Y ) ~  s P(a + Y >  
a2 5 alp - 2ay - y2 + /?y 
lr2 + ap =( 2afi - 2ay - y 2  + B y  
4% + B> 5 ( P - Y ) ( ~ N  + Y )  
a  
2a + y ( a + / ? )  5 B - Y  
In beiden Fallen gilt aIso die Ungleichung. 
Aus (19) folgt die auch fur R = 0 oder Ix{I = 0 giiltige Beziehung: 
1 
m a x ( ~ , ~ , ,  A~ 1 x; I - A,R2) 2 --- 
A, 
( A ,  I x;l I + B l R 2 ) ,  
2 + -  
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also liefert (18) mit geeigneten neuen Konstanten C,,C2: 
] g(x, Y )  I 2 C1 I x;'f + C2R2 - Bz I X ;  1 ' .  
Indem man R ,  und damit I x;l klein genug wiihlt, erhalt man hieraus mit 
einer neuell Konstanten C,  : 
Wir form~rliereil diese Ergebnisse als 
Hilfssatz 3. Es  sei 6, hinreichend klein urld U = { x :  I+(x) 1 -- <  6,) . 
D a m  existieren Kolzstnnferz R,, C,, C,, so dnlj fur ~ E U  n G ,  
11 x -  y 11 = R < R ,  und +(x) > +(y)  die Ungleichutzg 
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(20) I g ( x , ~ ) ]  2 C2R2 + ~ 3 1 ~ ;  [ 
besteht. (Dabei sind die Kooidiilatelz wie in Abschititt 2 zu wHlzlen.) 
1. Wir behalten die bisherigen Bezeichnungen bei. Die Funktion g i s t  
also auf U' x G definiert, und es gilt U = { x :  [ $(x) I < So) c c U'. Wie in 
51 sei 
U " =  U ' U G ,  
ALIS E, Ramirez' Konstruktion von g ergibt sich 
Hilfssatz 4. Falls Reg(x, y)  <= 0 ist, so ist g ( x )  5 $ ( y ) .  
Da die NiveauBZchen von $ mit denen von z iibereinstimmen, gilt 
dieselbe Aussage auch fur die Distanzfunktion z aus $2; ferner gibt es 
Zahlen E ,  < 0 und E,  > 0, so da13 U = { x  G U ' : E ,  < z (x )  < E,) ist, 
2. Wir wahlen eine monotone und auf [0,1] streng rnonotone Cm- 
Funktion f  auf R mitO =< f 5 1 ,  f ( t )  = 0 fur t  5 0 ,  f  ( t )  E 1 fur t 2 1 .  
Weiter sei o eine Cw-Funktion auf U*,  fiir die gilt: 
o(x )  = r ( x )  fur z(x)  2 e l ,  
5 
a ( ) =  fiir T ( X ) ~ ; E ~ ~  
5 zE1 5 O ( X )  = IZ(Z(X)) 5 el fur 5 ~ ( x )  s 
wobei h(t) eine monoto~le Funktion ist. Fur ( x ,  y)  E U* x G setzen wir 11~111 
Offenbar ist $ unendlich oft differenzierbar und E 1 in einer Umgeb~~ng 
von dG x G in U* x G. 1st (s, y ) € N ,  so ist nach Hilfssatz 4 stets z ( x ) S r ( y )  
und daher auch a(x )  5 o ( y ) ,  d.h. 
Fiir z(x)  und damit auch a(x )  ist 
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also auch $(x, y) = 0. Auf N U [(U* - U )  x GI und-wie man sieht- 
auch noch in einer offenen Umgebung dieser Menge ist $ = 0 .  Wir haben 
damit 
Hilfssatz 5. Fur z(x) trrzcl z(y) 2 E ,  IiJt sich die Zzlsarnrnenzieh~~rzg 
$ in der Form 
wahlen.' 
3. Bezeichnet 5 eine der Veranderlichen x, %, so ist 
Somit existiert eine (von y unabhangige) Konstante D ,  mit 
Wegen $(y, y) = 0 folgt hieraus mit einer neuen Konstanten D,; 
SchlieBlich kann R, so klein angenommen werden, da13, wenn man zu y 
das Koordinatensystem wie in 92 wahlt, 
auf V,,(y) = {x: /I .u - y 11 < R,) ist. 
1. Es sei R,(x) der gemal3 61 mit den Funktionen g(x, y) und $(x,y) 
aus 92 und 93 gebildete Ramirezsche Kern. Er besteht also aus Summanden 
der Form 
-- a(X5y' dx, A* . .  Adx1 ,A  d i l  A . . .  A d i v - ,  Ad2,+,  / \ . .  Ad,?,,, 
Q'(x, Y)" 
wobei 
s' = $g+(1-*>IIx-y 11" 
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ist und die Funktionen a(x,  y)  auf U* x G unendlich oft differenzierbar 
sind. Da QY(x) fur festes y in einer Umgebung von y mit dem Bochner- 
Martinelli-Kern ubereinstimmt und fur x # y regular ist, existiert 
(/l(x) ist das Lebesgue-MaB) und ist auf jedem relativ-kompakten Teil von 
G eine beschrankte Funktion von y .  Wir brauchen I ( y )  also nur fur 
y E U n G = { y  E C: 5(y) > E ~ )  zu untersuchen. 
2. Fur y E U n G sei V, = { x  E e: 11 x- 11 < R,) , wobei R, die Kon- 
stante aus Hilfssatz 3 ist. Ferner sei 
Hilfssatz 6. Es gibt eine Korzstante L > 0, so da13 fiir (x, y) E M  
stets I g'(x,  y )  ( 2 L ist. 
Beweis. Ware das nicht der Fall, so konnte man eine Folge (x,, y,) E M  
mit lim(x, y,) = (x,, yo) E G x G und limgl(x, y,,) = 0 finden. Nach Vor- 
aussetzung ist 11 x ,  - yo 11 2 R1 > 0. Falls yo zu G gehart, ist g1(x0, yo) = 0. 
Ware x o  -f yo so hatte man $(xo,  yo)  = 1 und g(xo, yo) =0,  d.h. (x,, yo) E N 
und daher $(x,, yo) = 0 : Widerspruch! Fiir yo E aG ist lim I) (x,, y,) 
= 1, also g(x,, yo)  = 0,  itn Widerspruch zu Re g(x,, yo) > 0 .  
Fury  E U n G zerlegen wir das Integral (26): 
I (Y )  = Il(Y) f I ~ Y )  = 1 / :(X,* I dA(x) + Sv,, 1 a)- / d l ( . ~ )  
C-V,, g' (x ,  Y)" g ' (x ,  Y)" 
und behandein zunachst das erste Integral I,(y) . 
Nach Hilfssatz 6 ist 
Fur alle Zahler der Summanden, in denen a,$ nicht auftritt, ist ( a ( x ,  y) (  
eine beschratlkte Funktion von x und y und I , (y)  somit beschrankt in y .  
Es sei nun y E U fest gewiihlt und das Koordinatensystetn von $2 zugrunde- 
gelegt. Nach (23) und der Formel a,$ A a.T$ = 0 ist mit einer passenden 
von y unabhangigen Konstanten L,: 
falls in a(x ,  y) eine Ableitung von I) als Faktor auftaucht. Wir zerleacn 
I,(y) nocllmals: 
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Auf G - U ist n(x, y) unabhangig von y beschrankt, somit auch das erste 
Integral in dieser Formel. Fur das zweite Integral gilt nach (27) 
daher ist I,(y) auch in diesem Fall beschriinkt, und es bleibt I,(y) abzu- 
schatzen. 
3. Die Funktionen b(x, y), deren L1(V,,)-Norm wir zu berechnen haben, 
sind (siehe (I), (2), (3)) die Koeffizienten der Differentialformen 
(fiir v = 1, ,-., 11) in den folgenden 10 Ausdriicken : 
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Dabei ist v # 1 und aufierdem sol1 /i f i 1 in den Formeln (28) und (29) 
sein sowie /i # 1, /i # v in (32) und (33). Wir setzen z(y) > c ,  und y e  G 
voraus und wiihlen das Koordi~late~lsystem wie it1 52, Abschnitt 2., 
4. Wir schiitzen n ~ t n  die auftretenden Integrale ab. 
Zu (28). Es ist nach (23) 
Ferner gilt fur ~i > 1 
g,,(p, Y) = 4,,(Y) = 0 
(wegen Hilfssatz 1) und daher fiir eine geeignete Konstante D, > 0:  
g f ( x ,  y)" kann mittels (20) abgeschatzt werden. Es ist 
Fur R e g  2 0 folgt weiter: 
Daher wird 
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)g'(x7y)If1 = I$g+ (l-$)]Ix-y 1121" 
2 c , ( $ R ~ + $ I ~ ; ' I  + ( l - i , b ) ~ ~ I "  (mit C,>O) 
= C , I $ ~ X ; ( + R ~ I "  
(39) 2 C4(R2" + R ~ ~ - ~  $lx;I). 
Die Ungleichung (31) ist nus im Bereich p 2 0 gultig, aber auch nur dort 
ist 6,$ # 0 .  Wir setzen V,,' = V, n {x: 61) # 0) und erhalten fiir die in (28) 
auftauchenden Funktionen b(x, y): 
f'(t> R 5 El  C po R2" + ~ ~ " - ~ I ) l x ) ; \  .V',. dJ(x) 
mit einer Konstanten El  . 
Der FaII n = 1 kann im folgenden unberucksichtigt bleiben. Bezeichnet 
r. wieder die euklidische Norm im Raum R ~ " - '  der Veranderlichen 
..,,xl:l, SO ist also 
1 dJ(x) . + 1.2"-3I) 1 x); I 
Wir nehmen in diesem Integral die Substitution cD: s = $(x, y) fur x i  vor 
und erhalten nach (22) und (25) fur die Funktionaldeterminante 
Po I J, I 5 D, -7-, mit einer Konstanten D5. f (0 
Damit wird (E, ist cine neue Konstante) 
dabei ist V; c {(x;, x;, ..., x,") : r 5 R1) x {s : 0 5 s 5 1). Am SchluB des 
Paragraphen zeigen wir die Beziehung 
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Nach (41) und (42) ist Ivy I b(x,  y)  (dA(x) also in y beschrankt. 
Zu (29). Die in den Summanden auftretenden Zahler Iassen sich durch 
abschatzen ; damit kann man wie in (28) vorgehen, wobei sich die Rechnung- 
en wegen der hoheren Potenz von R in (43) noch etwas vereinfachen. 
Zu (30). Wegen (38) ist dasselbe Verfahen wie in (28) anwendbar. 
Zu (31). Es ist 
und deshalb bleiben auch in diesem Fall die Uberlegungen zu (28) giiltig. 
Zu  (32) und (33). Nach (38) und (44) kann man wie in (29) vorgehen. 
5. Zu (34). Wir brauchen nur iiber Vy n { x :  $(x ,  y )  # 0) zu integrieren 
und konnen dort fiir gr (x , y )  die Abschatzung (39) verwenden. Fur den 
Zahler gilt (24) : 
Wir zerlegen 
(45) 1 1 b(x ,y )  1 d 4 x )  = [ 1 b(x ,y )  1 + \ 1 b(x ,  Y )  ( dA(x) ,  
VY c V' ,  . V",, 
wobei V,' = { x  E Vy: ax$ # 0 )  und V i  = { x  E Vy: $ = 1 )  i5t. (Die Funktion 
f war zwischen 0 und 1 ja als streng monoton vorausgesetzt worden.) Be- 
handeln wir zunachst das erste Integral! 
Jetzt kann man wie im Fall (28) vorgehen, um die Beschranktheit in y ein- 
zusehen. Fur das zweite Integral in (45) gilt nach (39): 
wobei BR, die Kugel vom Radius R, um 0 im R2" und R die euklidische 
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Norm bezeichnet. Die Existenz von (46) zeigen wir spiiter und haben damit 
auch den Fall (34) erledigt. 
Zu (35). Auf ganz V,, gilt (fiir t,h # 0 nach (20), fur @ = 0 trivialerweise) 
und somit wegen I 3,  -7, ( 5 R : 
I,. I b(x, y )  / dl(x) 5 E,  1 8 5 E ,  < m . 
Zu (36). Wegen (38) kann man wie in (35) vorgehen. 
Z L ~  (37). Wegen )2,-p, ( 5 R ist das Verfahren (35) wieder anwendbar. 
6. Es bleiben die lntegrale (42) und (46) zu untersuchen. 
Zu (42). Man fuhrt Polarkoordinaten im R2"-I ein und setzt 
.u; = rsin a .  Fuhrt man die Integrationen iiber die im Integranden nicht 
auftauchenden Winkel aus, so bleibt schlie[3lich die Existenz von 
COS a r = Solds [' d r  /;'c/a --I .  + s . sin cr 
nachzuweisen. Es ist 
= d s l d l l  log il + 5) s . 2.1 
Die Existenz dieses Integrals ergibt sic11 aus [I ,  p. 112, Formel 7b] und 
[ I ,  p. 113, Formel 12b] sowie aus der folgenden Abschiitzung fur das In- 
tegral (46). 
Zu (46). Einfuhrung von Polarkoordinaten liefert das Integral 
R + sin ct ([R = JoRiog (I + + ) d ~ ;  
setzt man du = 1 / R ,  so bleibt 
211 berechnen; dieses Integral existiert offensichtlicl~. 
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7. Wir haben damit 
Satz 3. Zu jeciern streng pseu~iokonvexe~z Gebiet G  nit Cm-Rand 8G 
existiert eine Doppelform (uoilz Typ  (11, a-1) ii? x ,  uorn Typ  (0,O) in y) 
f ly(x)  (mi l  x E G, y E G) nzit folgenderz Eigenschaftetn 
a) i2 ist fiir x # y linetzdlich oft differenzierbar, rlzit d-yQ,(x) = 0 .  
b) JYQy(x) = 0 irlt eirzei- Unlgeb~rilg W uort dG x G (iiz G x G ) .  
c) Es gibt eiize Korzstaizte K < co , so claj fill. jedeiz Koeffiziertteil 
b(x ,  y )  der- ill Q,(x) a~rfiretenclen Monor~le 
ist. 
d) Ist f holon-rorph nr,f 6 ,  so gilt fiir ~ E G :  
1. Es sei G wie friiher ein streng pseudokonvexes Gebiet mit Cm-Rand 
und Qy(x)  ein Kern  nit den Eigenschaften von Satz 2. Ferner sei G' ein 
relativ-kompaktes Teilgebiet van G mit glattern Rand aG' und f eine 
C"-Fu~lktion auf C' . Fiir y E G f  bezeiclme B,(p) cine Kugel vom Radius 1. 
um y mit B,(y) cc G' .  Dann gilt 
Fur i. -z 0 strebt das erste Integral gegen 0 ,  das letzte gegell f ( y )  , und wir 
Ilaben 
fiir y E G' und f beliebig oft digerenzierbar auf F .  
2. Wir setzen fiir eine Cm-Form vom Typ ( 0 , l )  
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1 a  1 = max sup 1 u,(x) 1 ,  
v x e G  
und fur Funktionen f 
Dann gilt 
Satx 4. Zu jedem streng pset~dokonuexerz Gebiet G init Cm-Rand 
existiert eine Konsiante K < co n ~ i t  folgender Eigenschaft: 1st a eine 
$-'-geschlossene Cm-Form vom Typ  (0,1), so gibt es eine Cm-Function f 
,nit $ f  = a und I f  15 K I u ( -  
Beweis. Wir diirfen 1 a 1 < co annehmen. Da G pseudokonvex ist, 
existiert jedenfalls eine Cm-Funktion g mit 8g=ct. Es sei nun G ,  c c G, c c .. 
eine Folge relativ-kompakter Teilgebiete von G mit glattem Rand, so da13 
G = U G, ist. Zu yo E G wahlen wir eine relativ-kompakte Umgebung 
V c c G  und ein v,, so dal3 der Kern Qy(x)  aus Satz 3 holomorph in y E V 




f ( Y )  - - 1 4 x 1  A Qy(x ) .  
G 
Nach (48) ist in Ti: 
mit g und f g(x)Q,(x) ist dann auch f ,  eine Cm-Funktion. Ferner ist 
aG" 
f b) - fV(y)  = - [ a(x) A 
. G-G, 
und diese Folge konvergiert auf V gleichmal3ig gegen 0 :  
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1st irgendeine Variable des R2", SO ist 
Der Integrand ist auf G - G,, gleichmaaig in y( E V) beschrankt, demnach 
konvergiert die Folge af,/aq lokal gleichmaaig. Gleiches gilt fur die hoheren 
Ableitungen. Somit ist f eine Cm-Funktion,2 und man hat 
da  das erste Integral in (48) holomorph von y abhangt. Die Abschatzung 
I f  1 5 K 1 a 1 rnit von a unabhangigem K ergibt sich trivial aus Satz 3. 
3. Als Folgerung erhalt man eine entsprechende Abschatzung in der 
eechschen Kohomologie. Es sei fi = { o l , . . . ,  or} eine endliche offene 
Uberdeckung von G, U = 5 n G = {Up = Ij, n G )  und c E Z1(LI, 0) ein 
I-Cozyklus. Wir definieren 
I c I = max Icijl, 
i ,j 
analog sei I c 1 fur 0-Coketten erklart. Dann gilt 
Satz 5. Es gibt eiize Konstunte K < co, so da13 zu jeclenl CEZ'(U,O) 
eine 0-Cokette c' E CO(U, 0) existiert mit 
Beweis. Zu fi wahlen wir eine Cm-Teilung {4,) der 1 mit 0 5 qbp 5 1 ,  
2 4p = 1 auf G und Tr 4, c: up.  Durch 
b, = 2 qhicpi und b = {b,) 
i 
ist eine differenzierbare 0-Cokette mit 6b = c und I b ( 5 1 c 1 definiert. 
Wegen 
= = aC = 0 
ist 
cc = ab 
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eine Cm-Form vom Typ ( 0 , l )  auf G ,  die offensichtlich 8-geschlossen ist. 
AuBerdem ist 
mit einer nur von (4,) abhangigen Konstanten K ' .  Nach Satz 4 existiert 
eine Cm-Funktion f mit 
wobei K" nur von G abhangt. Setzt man 
so ist 
also c' = {c,) E CO(LT, 0) , und 
schlieI3lich gilt 
Dainit ist dieser Satz bewiesen. 
Satz 4 kann auch angewandt werden, um das folgende lokale Resultat 
zu erhalten: 
Satz 6 .  Es sei u cine s fet ige a-geschlosse~ze (0,l)-For171 cltd der offeizeit 
Menge  W inz C". Dan11 existiert zu  jecle17.1 x, E W ei~ze  Un~gebrrrlg U vor~ 
x, in W und eitle stelige F~lrzlctio~z f auf U 111it 8f = a .  
(Alle Ableit~rngen sind iin Sinne der Distrib~ltionstheorie zu ~erstehen.~)  
Beweis von Satz 6. Es sei U ' c  c W eine Umgebung von xo. Bekanntlich 
existiert eine FoIge von Cm-Formen a' vorn Typ ( 0 , l )  auf U' mit 
und 
wobei die Reihe gleichmal3ig konvergiert (Regularisier~~ng, siehe etwa 
[6, pp. 156-1573). Wir wWlen eine Icugel U urn xo rnit B c U' und wenden 
Satz 4 an: Es gibt Cm-Funktionen f, auf U mit 
und 
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wobei K nicht von v abhangt und die Suprema I f v (  bzw. lavI iiber 
U zu bilden sind. Demnach ist 
eine stetige Funktion auf U ,  und die Gleichung 8f = a folgt nach dem 
Lebesgueschen Konvergenzsatz aus der Definition von 8 f .  
4. Als letztes untersuchen wir die Abhangiglteit der Iconstanten K vom 
Gebiet G . Die Randf~ulktionen $ sei wie in $2 gewahlt, uild fur hinreichend 
kleines ) & I  bezeichne G ,  das durch $(x) < E definierte streng pseudokon- 
vexe Gebiet. Die zugehorigen Kerne seien Q;(x),  gebiIdet aus den Funk- 
tioilen g,(x, y) bzw. $,(x, y). Nach Hjlfssatz 4 ist aber klar, dal3 man 
erreichen kann (fur genugend kleines E).  Bezeichnet z, die entsprechend T 
zu G, gebildete Distanzfunktion, so darf man 
fiir ~ , ( x ) ,  z,(y) > S annehmen; dabei ist 6 < 0 und unabhangig von E wahl- 
bar (vgl. Hilfssatz 5). AUS dieser Darstellung folgt, dal3 alle in den $92-4 
verwandten Konstanten unabhangig von E wahlbar sind, und darnit auch 
die Konstante K aus Satz 4 odes 5. 
Auch wen11 $ nicht so speziell gewal~lt wird, lafit sich durch eine etwas 
kompliziertere ~berlegung die Unabhangigkeit der Konstanten K von den 
durch $ < E definierten Gebieten zeigen. 
ANMERKUNGEN 
1. Es ist auf einem etwas lcomplizierteren Wege auch moglich, I/ so zu wahlen, dafi 
das Ramirezsche Integral fu ry  E aG nur in x=y eine Singularitat bekommt (undnicht in 
ganz aG wie hier). 
2. Falls a rz-ma1 stetig differenzierbar ist, so ist auch f it-ma1 stetig differenzierbar. 
3. Mit a ist natiirlich auch f von der KIasse Cr, und die Gleichung 8f = a gilt im ge- 
wohnlichen Sinn. 
4. Wir nutzen aus, dal3 sich das Funktionensystem (gl, .  . . ,g,,) unter holomorphen 
linearen Transformationen wie eine (1,O)-Form verhalt. 
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